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Über die Transversalschwingungen eines elastischen Stabes.

Von Dr. J. Stefan.

(Vorgelegt in der Sitzung am 24. Juni 1838.)

Die Differentialgleichung , welche die Gesetze für die transver-

salen Schwingungen eines elastischen Stabes oder eigentlich seines

mittleren longitudinalen Fadens liefert, hat die Form i)

:

Darin bedeutet x die zur Zeit t stattfindende transversale Ab-

weichung eines um x von dem Anfangspunkte der Coordinaten ent-

fernten Punktes des im Gleichgewichtszustande mit der Axe der x
zusammenfallenden mittleren Fadens, a^ hingegen ist ein von der

Natur und den Dimensionen des Stabes abhängiger Coefficient, der

bezüglich x sowohl als auch nach t constant angenommen wird.

Die Integration der Differentialgleichung (1) liefert die

Schwingungsgesetze für den gegenwärtigen Fall. Da y als perio-

dische Function verlangt wird , kann man die Integration bewerk-

stelligen durch die Substitution

«/-Xe«'^-!' (2)

worin X eine reine Function von x, a eine unbestimmte Constante

bedeutet; sowohl X als auch a müssen näher bestimmt werden.

Führt man den Werth von y aus (2) in die Gleichung (1) ein, so

folgt

- ^' + «' S5 = « (3)

1) Poisson: Memoire sur re'quilibre et le mouvement des corps elastiques. Mem.de
rAcademie des sciences. Tom. VUl. und Vibrations transversales d'une verge elastique.

Traite de Me'c. 2. ed. Tome II. p. 368.
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eine lineare Differentialgleichung, die /Air Bestimmung von X dienen

wird. Fährt man in diese letzte Gleichung

(4) X=e^-

ein, so erhält man als Bedingungsgleichung, welche erfüllt sein

muss, wenn der in (4) angenommene Werth von Ä' der Gleichung

(3) genügen soll, folgende

a2F)2 Qr2 = o,

woraus

^= =
"

folgt und setzt man abkürzend

(5) - = I,:.

a

SO erhält man für H folgende vier Werthe

/,, _ /;, hV —\, —AI/ —
1,

X kann also jede der Formen

besitzen, wegen der Linearität der Gleichung (3) genügt ihr daher

auch

wenn G, H, J, K arbiträre Constanten bezeichnen. Es geht also die

Gleichung (2) über in die folgende

Löst man die imaginären Exponentiellen in Sinus und Cosinus auf,

bezeichnet die zu cos b x und sin b x hinzukommenden Constanten

wieder mit J und K, ferner die zu cos at und si?i at hinzutretenden

mit A und B, so hat man

y = \G c '""-{ He -'''-' -\- Jcos bx-\- Ksiu b af\ \^Acos at -\- Bsin « ^].

Zieht man aus der Gleichung (5) den Werth von a nämlich

a = ab'
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und setzt man abkürzend wieder

X = Ge'''-- + He-'-'- + J cos bx + Ksinhx, (6)

so hat man

</ —X (^ cos übH 4" B sin abH). (7)

Das in der Gleichung (7) niedergelegte Integral der Differential-

gleichung, die zum Ausgangspunkte genommen wurde, drückt im

Allgemeinen die Gesetze, denen die transversalen Schwingungen

eines elastischen Stabes gehorchen, aus, ohne dass der Stab noch

näher speeialisirt wäre, ausser dadurch, dass seine Querdimensionen

und sein Elasticitätsmodulus in der Constante a also auch in der

noch unbestimmten Grösse b enthalten sind. Diese Allgemeinheit

des Integrales ist bedingt durch das Vorkommen von willkürliciien

Constanten in demselben und das Integral wird jedem speciellen Falle

dadurch angepasst, dass man durch die Bedingungen, welche diesen

speciellen Fall charakterisiren, die in ihm noch unbestimmt gelas-

senen Stücke, wie da sind G, H, J, K, A, B und b näher determinirt.

Angenommen der Stab sei vollständig frei, von der Länge l und an

seinen beiden Enden von gar keinen äusseren Kräften afficirt, so ist

dieser Fall charakterisirt durch die Bedingungen , dass die Aus-

drücke

dx^ dx^

für die beiden Enden des Stabes der Nulle gleich sein müssen zu

jeder beliebigen Zeit. Legt man den Anfangspunkt der Coordinaten

in den einen Endpunkt, so hat man

d^y d^y—= —̂ = o für X = o
dx^ dx^

d^y d^y
—- = -;— = O lur X = l
dx^ dx^

und da diese Bedingungen unabhängig von der Zeit erfüllt sein

müssen, so kann nur der Factor X in dem Integrale (7) denselben

genügen und es gestalten sich die Bedingungsgleichungen für einen

freien von keinen äusseren Kräften sollicitirten elastischen Stab in

folgende Formen;



(8)

210 Stefan.

—= —= für X = 0,
dx^ dx^

rfäX d^X—= —= lur X = l.

dx^ dx^

Führt man in diese zwei Paare von Gleichungen den Werth von X
aus (6) ein und setzt in dem ersten Paare der Substitutionsresultate

x=o, im zweiten a?=/, so folgen die Gleichungen

G + E—J =
G —H—K =

aus dem ersten Paare und

(9)

(10)

(11)

Ge*' + He-''^ —Jcosbl —ksin hl = o

Ge*' —He-''^ + Jsinhl —k cos bl -= o

aus dem zweiten Paare.

Diese vier Gleichungen können zur Bestimmung der Constanten

G, H, J, /f nicht dienen, weil jedes ihrer Glieder mit einer dieser

zu bestimmenden Grössen behaftet ist, sie werden daher nur die

Verhältnisse dreier dieser Grössen zur vierten geben. Dann wird

aber noch eine der Gleichungen übrig bleiben, die man zur Deter-

mination der ebenfalls noch unbestimmten Grösse b wird benützen

können. Setzt man aus den Gleichungen (8) die Werthe

J = G ^ H
K = G —H

in die Gleichungen (9), so folgt

G (e*' —cosbl —sin bl) -\- H {e-^' —cos bl + sin bl) = o

G (e*' + sin bl —cos bl) + H (<?-*' + sin bl + cosbl) = o

Aus den ersten dieser zwei Gleichungen erhält man

G e —* ' —cos bl -{- sin h

l

11 t' * ' —cos h l 4- sin h l

'

aus der zweiten

G e —* ' —cos bl —sin b

l

H e * < —008 bl -\- sin b l
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/^

Sollen diese zwei Werthe von — identisch sein, so muss noth-
H

wendig

(? —*
' —cos bl -{- siitbl <? —*

' —cos bl —sinbl

*
' —cos bl —sin b l o * ' —cos bl + sin b

l

sein und aus dieser letzten Gleichung kann h bestimmt werden. Sie

verwandelt sich nach einigen Reductionen in

(e*' + e-*0 cosbl —2 = 0.

Diese nach b transcendente Gleichung liefert unendlich viele

Wurzeln, deren jede alsWerth von b in das Integral der behandelten

DifFerentiitlgleichung gesetzt werden kann. Bezeichnet man eine

dieser Wurzeln mit 6,., so entsprechen ihr auch bestimmte G und H,

weil diese nach den Gleichungen (10) und (11) durch b bestimmt

werden. Da diese Gleichungen G und H nicht unmittelbar liefern,

sondern nur ihr Verhältiiiss, so kann man etwa in der Gleichung

(10) Zähler und Nenner mit einer Constante multipliciren, die den

Effect haben muss, dass dadurch G dem Zähler, HAemNenner dieses

Bruches gleich wird, und da nach den Gleichungen (8) J und K
linear durch G und H bestimmt sind , so werden alle in X vorkom-

mende Constanten denselben Factor tragen, den wir uns für den

einen Theil des Integrales , der die Cosinusfunction enthält , in A
für den andern die Sinusfunction enthaltenden in B denken, so dass

also auch A und B von b im Allgemeinen abhängen. Bezeichnet man

die einem bestimmten Werthe von b etwa b,, entsprechenden

Grössen

A, B, G, H\ J, K, X

mit

Ar, Br, Gr, Hr, Jr , K,-, X,-

,

SO ist das diesem b,. entsprechende Integral

y = Xr {Ar cos a br^t -f- Br sin a br ^ t)

und

Xr = ^,e*-^ -|- HrC- '>'•'' -\- JrCOSbrX -f KrSmbrO;
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Ob der Linearität der Differentialgleichung (1) ist daher ihr

allgemeines Integral gegeben durch

(^13) y = ^ V^r {Ar cos abr-t + B, sin «6,3^)],

worin das Zeichen 2 bedeutet, dass die Summealler Glieder gesetzt

werden soll, die hervorgehen aus dem eingeklammerten, wenn man

in demselben für b,. der Reihe nach alle Wurzeln der Gleichung (12)

setzt und ihnen gemäss auch die A, B und X jedesmal bestimmt.

Das so erhaltene Integral enthält noch zwei willkürliche Be-

standtheile in sich , nämlich die Constanten A und B. Um diese

bestimmen zu können, muss man für irgend einen Zeitpunkt den

Bewegungszustand des elastischen Stabes kennen , also die trans-

versaleElongation jedes Punktes und seine Geschwindigkeit in diesem

Elongationsstande für irgend einen Moment. Zählt man die Zeit

von eben diesem Momente an, so ist zur Vollendung der Integration

noch die Einführung der initialen Bedingungen nöthig. Diese mögen

folgendermassen formulirt werden. Für ^=o werde

(14) y = t\^)^ ^=Fix),

so dass den verschiedenen Theilchen des Stabes bei Beginn der Zeit

eine Elongation zukomme, welche für jedes einzelne durch den

Werth gegeben ist, den f {.v) annimmt, wenn man darin für x die

entsprechende Abscisse dieses Theilchens setzt. Ebenso besitzt bei

Beginn der Zeit jedes Theilchen eine gewisse Geschwindigkeit, die

durch F {x) auf dieselbe Weise bestimmt ist , auf welche seine

Elongation durch /' (.r) gegeben ist. Führt man diese Bedingungen

in die Gleichung (13) und die aus ihr abgeleitete

—= 2 \Xr ( —A ,. a b,
'^ shi a b,- 1 + B, a b,. ^ cos n

b

, " ty\

ein, so erhält man

(15) /• (.^0 -^{Ar Xr]

(16) F Ix) ^^ [ab,ßBr Xrl

Diese zwei Gleichungen , welche entwickelt aufgeschrieben

folgende Gestalt haben

:
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f(ay)=A,X,-^A,X, + A,X,-\-. . . -{- A,. X,- -\- . . . .

F(iv) = abr-BiXy + (ih^'B.X. + ab,^~B,X, + . . . -^abrBrX,. + . .

.

müssen nun die Bestimmung der Constanten A und B liefern. Da

dieser Constanten unendlich viele sind, so müssen aus diesen zwei

Gleichungen, damit überhaupt an eine Bestimmung der verschiedenen

A und B gedacht werden kann, unendlich viele abgeleitet werden.

Dies geschieht hier nach derselben Methode, welche bei der Auf-

lösung des Problemes von den Schwingungen der Saiten angewendet

wird. Man multiplicirt nämlich jede der Gleichungen der Reihe nach

mit Xx, Xj, Xj. . . X^ . . . und hat an jede der so erhaltenen

Gleichungen eine solche Operation anzulegen, dass alle Glieder auf

der rechten Seite verschwinden bis auf eines , welches übrig blei-

bende Glied von Gleichung zu Gleichung ein anderes werden muss,

damit jede derGleichungen eine andere Constante bestimmbar macht.

Das System der Gleichungen, mit denen man zu operiren hat, ist

also folgendes:

f(jjc) Xi = A,Xx^ + ^^X.Xa A.XiX, + . . . + A,.X, + . . .

/(.y) Xs = ^iXiXa + A.X.X.J A^zX. + . . . + ArX.^ X. + . . .

f{x) Xr = ^,X,X, 4- A.X.Xr ^XsX, + . . . + A,Xr-Xr + . . .

u. s. w.,

ferner

F {x) X, =- abi^BiXi' + nb.,^BoXa, + • • + ab/'BrX^Xr + . .

F (a;) Xa = abx -^jX.Xo + ab.,m,X.J + . . + abr-BrX.X,. + . .

F{ai) Xr = abr-B^XiXr + ab^^B.X.^X,. + • • + ab,."B,.X,.- + •

u. s. w.

Diese Gleichungen werden nun, damit das Geforderte geleistet

werde, folgender Behandlung unterzogen: man multiplicirt jede mit

dx und integrirt dann auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens

zwischen den Grenzen a^=o und a^=l. Es gehen sonach die beiden

das vorige System charakterisirenden Gleichungen über in
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ff (x) Xr (Icc = Ai f Xi Xr dx +
o

A. fx^X,. dx -]-... + Ar f'Xr^ dx + . .

.

o o

JF (x) Xr dx = abr- /?, / Xi X, dx +
o o

ab.J B^ CXiX.dx + . . . + abr^ Br f'Xr^ «f.r + . . .

o o

Aus diesen zwei Gleichungen können leicht alle übrigen abge-

leitet werden dadurch, dass man den Index r bei X,, mit 1, 2, 3

u. s. w. vertauscht.

Die auf der rechten Seite auftretenden Integrale haben die

Eigenschaft, dass jedes der Nulle gleich ist, das unter dem Integral-

zeichen ein Product zweier mit ungleichen Indices versehenen X
stehen hat, hingegen ist jedes von der Nulle verschieden , sobald die

Indices der beiden Factoren X gleich sind, also unter dem Integral-

zeichen ein quadratischer Dilferentialfactor sich befindet. Bezeichnen

r und s zwei verschiedene Indices, so ist demnach

/ Xr Xs dx = 0.

was auch r und s bedeuten mögen, nur dann, wenn r und s gleiche

Werthe haben, ist dies Integral, oder

/ Xr-dx

von der Nulle verschieden. Diese Eigenschaft der vorstehenden

Integrale macht die Bestimmung sämmtlicher Constanten möglich

und dass sie ihnen zukommt, beweise ich auf folgende Art.

Die Gleichungen (8) und (9) gelten offenbar für jedes System

zusammengehöriger Werthe von G, H, I, K wnH b. Sind zwei solche

Systeme
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(20)
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Gr, Hr, Jr, Kr, 6,

und

Gs, H3 i Js> Äs, Os>

so bestehen vermöge der Gleichungen (8) und (9) auch die

folgenden

G, + Hr —J,. =
Gr —Hr —Kr =

Gs -j- Hs —Jg =0
Gs

—Hs —Ks =

GrC^'-' + //,e-^'' —Jr COsbrl —Kr SUl b rl = )

Q^. ßbrl _. Hre-'''-^ + Jr Si7l brl— Kr COS b r l ^ i

G,e*'' -]- Hse~''-^' —Js cosbsl —K, sinbsl =
Gse''-^ —Hse-''^' + Js sinbsl —Ks cosbsl ^

Der Bequemlichkeit wegen mögen die Ausdrücke b,. l und b^ l ein-

fach durch die Buchstaben r und s vertreten werden, so dass

ghri ^^ qv
^ e~*'' = e'~'\ COS brl = cos r, sin brl = sin r

f,h,i _^ gs
^ e~*'' = e~^, COS b gl ^= cos s , sin b gl = sin s

geschrieben werde. Nach dieser Abkürzung nimmt z. B. die erste

der Gleichungen (19) die Form

GrC^' -\- Hre~^ —Jr COS r -j- Kr sin r =

an und die zweite der Gleichungen (20) wird

GgC^ —Hse~^ -\- J s sin s —Ks cos s = 0.

Multiplicirt man diese zwei letzten Gleichungen unter einander , so

erhält man folgende sechzehngliedrige Gleichung:

GrGsC'-^' —GrHse'-' -\-GrJse' sins —
-{- HrGse-' +' —HrHse-'-' -\-HrJse-' sins —
—J rG sß^ COSr -\- J rH s e~ * cos r —J rJs cos r sin s -\-

—KrG gß' sin r -}- KrHg e~ * sin r —KrJs sin r sin s -\-

—GrKs e'' cos s ,

-HrKse-' coss{_^
-\- J rKs COS r cos S '

+ KrK s sin r cos s
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Diese Gleichung hat zu Folge ihrer Bildungsweise nachstehende

Eigenschaften

:

1. Jede der vier Horizontalreihen ihrer Glieder ist für sich der

Nulle gleich.

2. Jede der vier Verticalreihen ihrer Glieder ist für sich der

Nulle gleich.

3. Nennt man die Summedes ersten, zweiten, fünften, sechs-

ten Gliedes das erste Gliederviertel, die Summeder übrigen Glieder

der ersten und zweiten Horizontalreihe das zweite, die Summe der

Glieder in den ersten Hälften der zwei letzten Horizontalreihen das

dritte, die Summeder übrigen Glieder in diesen zwei Horizontalreihen

das vierte Gliederviertel, so hat die vorstehende Gleichung die Eigen-

schaft, dass jedes Gliederviertel gleich ist einem andern, und zwar

ist dieses andere eines der zwei ihm zunächstliegenden, so ist es

mit entgegengesetzten, ist es das entfernteste, so ist es mit seinen

Zeichen zu nehmen, um dem ursprünglich genommenen gleich zu

sein.

4. Die Gleichung bleibt eine richtige und behält die ange-

gebenen Eigenschaften, wenn man aller Orten die Buchstaben r und

s mit einander vertauscht.

5. Die Gleichung bleibt eine richtige und behält die ange-

gebenen Eigenschaften , wenn man aller Orten den Buchstaben

r durch s ersetzt, so dass die Gleichung nur einerlei Indices s

enthält, oder wenn man überall s durch r ersetzt, so dass die Glei-

chung nur einerlei Indices r enthält.

Nimmt man die in 4. angegebene Vertauschung vor, so erhält

man die folgende Gleichung:

G,Gs ^'• + * —HrGs e^'- + ' + JrG.e' sin r -

-f GrHs e'-" —H,Hs e-' -* + Jrlhe-' siur —
—G, J s e cos s -f- JfrJ s e~'' cos s —J, J .,sui r cos s -}-

—G, Ks Csin s -f- H,Ks e"'' sin s —J,K^sin r sin s -{-

—K, Gs e^ cos r \

—Kr Hs e" cos r
\ _

C'^'^) -\-KrJs cos r cos s

-\- KrKs cos r sin s

und diese Gleichung besitzt, wie schon bemerkt wurde, dieselben

Eigenschaften, welche die Gleichung (21) hat.
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Der Kürze halber möge die Gleichung (21) in folgender sym-

bolischer Form geschrieben werden:

(l.l) + (l,2) + (t,3) + (1,4)

+ (2, 1) + (2, 2) + (2, 3) + (2. 4) , _
+ (3, 1) + (3, 2) + (3, 3) + (3, 4) /

' ^^''^

+ (4,1) + (4, 2) + (4, 3) + (4, 4)

Darin bedeuten (1,1), (1,2) u. s. vv. die an derselben Stelle in (21)

stehenden Glieder.

Ferner soll auf eine analoge Weise die Gleichung (22) bezeich-

net werden durch

[1,1] + [1,2] + [1,3] + [1,4]

+ [2,1] + [2, 2] + [2, 3] + [2, 4] _
+ [3,1] + [3, 2] + [3, 3] + [3, 4]/

' ^^""^

+ [4,1] + [4, 2] + [4, 3] + [4, 4]

Offenbar bestehen zwischen den Gliedern (1,1), (1»2), (2,1),

(2,2) der Gleichung (23) und den analogen der Gleichung (24)

folgende Relationen

:

(1,1)= [1,1], (1,2) = -[2,1]
(2, 1) = - [1,2], (2, 2) = [2, 2]

^^""^

Führt man für das erste, zweite, dritte, vierte Gliederviertel der

Gleichungen (21) oder (23) die Bezeichnungen

(I), (II), (III), (IV)

und ebenso für das erste, zweite, dritte, vierte Gliederviertel der

Gleichung (22) oder (24) die Bezeichnungen

[I], [II], [III], [IV]

ein, so kann man die in 3. angegebene Eigenschaft der beiden

Gleichungen (21) und (22) durch die zwei folgenden ausdrücken

:

(I) = - (II) = - (III) = (IV)
i

[I] = - [II] = - [III] = [IV]
i

^^'^^

Nach diesen Vorbereitungen kann man sogleich zur Bestimmung der

Integrale
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/ X, Xs dos und / X,~ dx

schreiten. Es ist

X,X, = [C-e*-^- + ^,e-*-^- + Jrcos 6,.-r + Krsin broe]

[^5^*-^' + Hse-''"'"' + J.cos bs(V + KsSin 6«.r]

oder in entwickelter Gestalt

X,X. = G,.G,e(*' + *')- + G^.^.eC*"-*^)'^ +

+ J rGse^-'^ cos br(c -\- J rHsC-'''^ cos broe +
+ KrG.e^^-'"' sin byX + KrHsC-^'^ sin brX +

+ GrJsc'''-^ cos b sOS -\- Gr Kr e''
"•'' sin baOC

+ HrJs e~^-'^ cos bs'V -\- H,Ks e^ ^-^-^ sin bsX
\- Jr JsCOS b, X cos bsX -\- J rKs COS brX Sin bsX
-|- Kr Js sin brü? COS b soe -\- K, K s sin b,x sin bgX.

Die Auswerthung des allgemeinen Integrales von X'^ X"^. dx ver-

theilt sich daher in eine Auswerthung von sechzehn Integralen, zt

deren Lösung folgende bekannte allgemeine Formeln dienen:

/
/ e""^ dx = —

a cos ßx -{- ß sin ß x
e"-^ COS ßx.dx = -

a3 + ß^

OL s'm ßx —ß cos ß X
e°-^~ sin ßx.dx = —

I
J
f

J " ""'
'""

cc^ + ß-^

cus (x —ß) X cos (a + ß) X
sm ax COS üx . dx = —i -J- r

' -
a —ß

•

a + ß
sin (a —/3) X sin (a + ß') x

sm a.x sm px.ax = l i

sin (a —ß) a; si?i (a + ß) ^
COS ax COS ßx . dx = i \- i

Mit Benützung dieser Formeln erhält man nach Einführung der

Grenzen o und l für x' und der angegebenen Abkürzungen
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/ A^, Xs d.v = Gr G

s

-|- Gr Hi

4- Gr J,

+ GrÄ\

-j- Hr Ga

+ HrHs

+ Hr Ja

-\- Hr Ks

-j- Jr Gg

+ JrHa

—

p

Jr J

s

+ KrGs

+ Kr Js

6"" + '
1 T

hr COS s -\- b , sin s br

br sin s —b , cos s

br^ + 6.2

e

1

br^ -^- 6,2-

b,

6,2 ^ 6,2_

, —6, " 6, —6j
'-'-'

1 T

, + 6,
"•"

6, + 6,]

brCoss 4- b.sins
.

6, 1

^
' " - 6.2j6,2 + 6.3

6, sm s —b, cos

6,2 + 6.3

6, CO* r + 6, sin r

br^ + b,^

b . cos »• -j- 6 , *?H / _

6,3
-I-

' 6,3 + 6,2j

6,2 +

6

+
6/

br'i + 6.2J

««H (r —ä) «2W (r + *)
4"

6,-6.
cos (;• —s)

6, + 6. J

cos (/• -\- s}

br —b. ' 6, + 6,

6. 67« r —6, cos r

i.

6,3 4- 6.2

—6 ^ s/rt »• —6 , cos r

e' + *r

6,2 + 6.3

cos (r —s)

' 6,-6,

6,3 + 6,3J

' 6,3 + 6.3J

cos Cr + s) 1
-4-4-

Ä, + Ä, 6,-6.

Ordnet man alle Glieder des Integrales nach den Faetoren

1 1 6, 6.

br-\- b, ' 6, —6, ' 6,3 -^ 6,3 ' 6,3 + 6.3
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SO wird es in der Form

—
. Mr s -\ . Nr s -{ P, s 4-

ausgewerthet erseheiiieii, worin iü/,,
,, , iV,.,^ , P,,^ , Qr,s Bedeutungen

haben, zu deren Kenntniss die wirkliche Ausführung der angedeute-

ten Sonderung der Glieder führt.

Es ist zunächst

Mr,s= GrG,e'- + ' —G,Gs

—HrH.e-'-' + HrH,

+ l Jr Js sin (r -\- s) —i J,- Kg cos (r + s) + i J, Ks

—\ Kr Js cos (r + s) —I Kr Ks sin (r + s) + I K, Js-

Nun ist vermöge der Gleichungen (17) und (18)

I Jr /r, + i Kr Js = Gr G^ —Hr Hs,

also kann man in M^^^ alle Glieder, welche keine Exponentiellen und

keine cyklischen Functionen enthalten, weglassen und schreiben

Mr,s = GrGse' + ' —HrHse-'-'
-\- i JrJs sin r cos s -\- | J, J« cos r sins —| JrKs cos r cos s

-\- } Jr Ks sin r sin s

—I KrJs cos rcoss -\- | KrJs sinrsin s —| KrKs sin r coss

—i Kr Ks COS r sin s.

Eine Vergieichung dieser Ausdrücke mit den Gleichungen (21),

(22), (23), (24) liefert

Mr,s = (1, 1) + (2.2)
- i [3. 3] - t (3, 3) - i (3, 4) - X [4. 3]

—I [3 4] —i (4, 3) —i (4, 4) —
I [4, 4].

Multiplicirt man diese Gleichung mit 2, addirt dazu die identischen

Gleichungen

(1, 2) + [2, 1] =
(2,1) + [1,2] =
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und bemerkt zugleich, dass

(2, 2) = [2, 2],

so erhält man für Mr,s folgende Gleichung:

2M,.,s = (1. 1) + (1, 2) + [1. 1] + [1, 2]

+ (2, 2) + (2, 2) + [2, 1] + [2, 2]

—(3, 3) - (3, 4) ~ [3, 3] - [3, 4]

- (4, 3) - (4, 4) - [4, 3] - [4, 4]

oder nach der für die Gliederviertel eingeführten Bezeichnung

2M,.,.= (I) + [I]

- (IV) - [IV].

Zu Folge der Gleichungen (2*) und (27) ist also

Mr, s = 0.

Ferner ist

N,.,.. = G,H, e'-" - GrHs

- H,Gs e-'+* + H,G.

-f i Jr Js sin (r —s) + T J> Ks cos (r —s) —| J,. Kg

—I Kr Js COS (r —s) + i Kr Ks sin (r —s) + i K, Js-

Da vermöge der Gleichungen (17) und (18)

—GrHs + Hr Gs —iJrKs-\-i KrJs =

ist, so bleibt

Nr,s = GrHse'-' —H,G,e-'+''
-\- \ Jr Js sin r cos s —| J^ /, cos r sin s -^ i Jr Ks cos r cos s

-f l Jr Ks sin r sin s

—{ KrJs cos r cos s —\KrJs sin r sin s -\- i KrKs sin r cos s

—i Kr Ks cos r sin s

Der Vergleich der N,.^^ constituirenden Glieder mit denen in

Gleichungen (21), (22), (23), (24) liefert für N,,, folgende

Fälle

:

SItzb. d, iiiatheai.-iiaturw. Cl. XXXIf. Bd. iNr. 'l'i. 15
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Nr.. = [2,1] + ri'2]

-
i [3, 3] + i (3, 3) + . (3, 4) - . [3, 4]

-
i [4. 3] + X (4, 3) + , (4, 4) - X [4, 4].

Mit Zuhilfenahme der Gleichungen (25) erhält man

2 Nr,s = —(1,1) —(1,2) + [1,1] + [1,2]

—(2, 1) —(2, 2) + [2, 1] + [2, 2]

+ (3, 3) + (3, 4) - [3, 3] - [3, 4]

+ (4, 3) + (4, 4) -[4, 3] -[4, 4]

oder

folglich ist

Weiter ist

2 Nr, . --(!) + [IJ

• + (IV) - [IV],

Nr.s = 0.

Pr,s = Gr Js e'' COS S -f" G,- Ks C sin S GrJa
—Hr Js e~'' COS s —HrKs e~'' sin s -\- H,J
-\- JrG s e^ sin r -j- J, Hg e~ ^ sin r

—KrGs e' cos r —KrH, e-' cosr -f KrG^ -{- Kr H,

Darin ist wieder

—Gr Js + Hr Js + Kr G. + Kr Hs =

und die Vergleichung mit den Gleichungen (22) und (24) liefert

P.,. = -[3, l]-[4, 1] + [1,3] + [2, 3]

-[3,2]-[4,2]H-[l,4] + [2,4J

oder

P,,,^_[III]-|-[1I],

also ist

Pr,s =
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Qr,is ^^ Gr J.s e'' mi S GrKs e'' cos S -\- (tiKs

-\- II, Js e —' sin s —//,- K^ o
-

'' cos s -\- HrKs
+ J,Gs C cos r — J, Ha e~^ cos r —JrG« -{- J,IIs

4- K, Gg e" sm r —K,IIs e~* sin r.

Üariti ist

Gr Ks + Hr K. - Jr G, -\- J ^ H, =

und die Vergleichung der Glieder von Q^^^ mit denen der Gleichun-

gen (21) und (23) gibt

(9,,, = (1,3) -H (1,4) -(3,1) —(3,2)

+ (2, 3) + (2, 4) - (4, 1) - (4, 2)

oder

Qr,s= (II) - (III),
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fXsdx^ J.W
, /X,(') dx = X/-) , fX/'-) dx = XA'K

fXs^'^ dx = X.W

ii£i _ x/^ f£i = Xr", —= Xr'", -- = xr
dx ' dx^ ' ' dx^ ' dx"^

folgende Reihe von Gleichungen

f Xr X, dx = X,. X/'^ —f X; X.W dx
—fXr' X.W dx = —X; X.W + /X," X.C2) rf^

+ / Xr" X. C2) rf.r = Xr" X. C3) _ / X/" X. (=*) ^o?

—/ x;"x. w dx ^ —x/"x.(*) + / x;'"X. w dx.

Addirt man diese Gleichungen zusammen, so folgt

.^„.jXrXs dx —/x/'"x.w dx = X, X.W - x;x.(2)
'^ ^ + X,."X.W _ X/"X.W.

Bemerkt man nun, dass X^, X,, nur Glieder enthalten, in denen die

Variable nur in Exponentiellen oder in Sinus oder Cosinus enthalten

ist und in X,. immer mit dem Factor b^> ebenso in X, immer mit dem

Factor b^ multiplicirt erscheint, so hat man ganz allgemein

(?a;'"±*" dx"'

rfa;"'±*" dx'

worin jede ganze positive oder negative Zahl unter mund n verstanden

werden kann. Ist m negativ, z. B, m = —3, so muss

d-'x

dx-^ IJJx,.>

gedacht werden.

Mittelst der vorstehenden Gleichungen folgen daher

X.n)= —xr, X.W = _ x;', X.W = —X.', x.(*) = ^ X.

Xr"" = br'^ Xr

und auch noch
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Führt man diese Werthe in die Gleichung (27) ein , so ver-

wandelt sie sich in folgende:

4- Xr"XA^) —AV"X,,W.

Nimmt man das Integral zwischen den Grenzen o und /, so hat man

sowohl für ,r-*^^r) als für .r=/ einestheils

xj" = 0, X.:' =

un4 andererseits

X,.'" = 0, Xr" =

vermöge der Gleichungen (17). (18). (19), (20). Also bleibt

(i —ij)Jx,X..da' =

und da 6,, und b, zwei verschiedene Wurzeln der transcendenten

Gleichung

(e'» -f e-") C0.9 ö/— 2 =

(28)

darstellen, so muss nothwendig

/ X X. fix =

sein. Man sieht, für den Fall, dass s=r ist, wird der erste Factor in

der Gleichung (28) der Nulle gleich, und es kann der zweite Factor

j X,-'^ . (Lv von der Nulle verschieden bleiben und wird es offenbar

auch, da er eine Summevon lauter positiven Gliedern darstellt. Man

sieht aber zugleich, dass auf diesem Wege die wirkliche Answer-

thung des Integrales / X^ . dx nicht erreicht werden kann, wohl
o

aber gelingt sie nach der Methode, nach welcher das Integral

/ XrXsdx bestimmt wurde, und in dem Folgenden mag sie

geliefert werden.
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Es ist

Xr'' = Gr"e~ ''•'
-\- Gr H,.+ G,.Jre''^''cosb rcv + Gr Kr e'''-''shib r.r

+ H, G, + Hr^ e -'">--' -\- H, J, e-*''" cos b,..T

+ HrK, €-''''-' sin brX

-f Jr Gr e*""^ COS br X + J, H, e—'''--^ cos brX

-f- Jr^ COS^ brCC + Jr Kr COS br CC Sl?l brX

4- KrGr e^'-"" sin brX + KrHr e-*-^ sin brX

+ ÄTr Ji- sin brX cos brX -f- Kr"^ sin"^ hrX,

darin ist X,-^ desshalb so explicit geschrieben , damit die Analogie

mit dem Prodiiete X,. X, erhalten und die wirkliche Rechnimg

erleichtert werde. Letztere gibt nach Anwendung der betreffenden

Integrationsformeln für jedes der obigen Glieder und nach Einfüh-

rung der Grenzwerthe / und o für x und der verwendeten Abkür-

zungen folgenden Werth für das Integral

Jx,.../. =^,.[^-^]
+ GrHrl

_ ^ rcos r + sin r 1t

_ ,^ rsin r —cos r
, 1 1

+ H,G,l

+ "'' [- S + ^]

r / .VW r cos ri

+ ''- h + -TT-]

+ •''• *• TäT

+ jr,c,.
[

"'"•-"'"• . + -Vi



Ülier Hie Transversalscliwiiigfuiigon ciiii-s elastischen Stabes. 227

1—fttn r —coft r
.

i

^17.
'•-

-^TT,

[/
sin r cos /'T

Die Glieder des Grenzintegrales / Xr X., r/.-rsind nach den Factoren

i br

f,^ 4- Ä. '
0,. —f>.

'
Ä,.2 -f-

Ä,2 J^3 + Ä^a

geordnet worden. Der Factor —fiel für das Integral / Xr^- dx

nothwendiger Weise aus der Rechnung, die (ihrigen zogen sich auf

den einzigen zusammen. Es ist jedoch gerathen, die Glieder.

welche mit diesem Factor behaftet erscheinen, in drei Gruppen zu

trennen. Die ersten zwei Gruppen bestehen aus jenen Gliedern,

welche im allgemeinen Integral die Factoren

führten. Die Glieder, die diesen zwei Gruppen angehören , sind die

mit den Coefficienten

Q,J,, G,h,, HrJr, HrK,. JrG,, J r Hr , KrG,, KrHr

belegten und unterscheiden sich der Reihe nach von den unter den

früher gebrauchten Zeichen P,., und Q^^, zusammengefassten nur

dadurch, dass an allen Stellen, in denen in letztern ein s vorkommt,

in den ersteren ein r steht. Sie können daher unter den Zeichen

Pr.r, Qr.r

zusammengefasst werden. So wie aber bewiesen werden konnte,

dass

Pr,. = 0, Q,.,s = 0,

kann auch bewiesen werden, dass

Pr,r = 0, Q,.,r =
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ist. Denn der erstere Beweis wurde geliefert aus den Eigenschaften

der Gleichungen (21) und (22), diese gelten aber auch, wenn man

in denselben an allen Orten r für s setzt. Durch diese Transmu-

tation erhält man aber Gleichungen, welche offenbar fürP^_^ und j^,.,,.

dasselbe leisten, was die Gleichungen (21) und (22) für P,.,, und

Q^^^ geleistet haben, folglich ist

p,., , = und Qr, r = 0.

1

Die dritte Gruppe von Gliedern, welche in multiplicirt crschei-

nen, mag mit S^,,, bezeichnet werden, so ist

-f- Jr^ sin r cos r -j- J, K, sin^ r

-\- K, Jr sin^ r —K,^ sin r cos r.

Setzt man darin

Kr J, sin- r = Kr Jr —Kr Jr COS^ V

= (Gr— Hr) (Gr-^ Hr) —Kr Jr COS^ V

= Gr"" —Hr"" —Kr Jr COS~ V,

SO folgt

Sr, r = Gr^ 6~ ' Gr Hr

+ GrHr —Hr^-e''

-f- Jr^ sin r cos r —Kr Jr cos- r

-\- Jr Kr sin^ r —Kr^ sin r cos r.

Vergleicht man diese Glieder mit denen, die aus denen in der

Gleichung (22) hervorgehen würden, wenn man r an die Stelle von

.9 überall darinnen setzte, so ersieht man leicht, dass sie die ersten

Hälften der zwei ersten und die zweiten Hälften der zwei letzten

Horizontalreihen, nur mit verkehrten Zeichen genommen, repräsen-

tiren, hiemit ist auch

Sr,r = 0.

Es bleiben daher nur noch jene Glieder übrig, die den Factor

1
nicht mit sich führen , so dass man
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/' l l

X,-' . doo = 2 Gr II, . l + J,- . Y + Kr~ . J

hat. Drückt man darin J,. und K,. durch G,. und 11^ aus, so folgt

J X.2. ^.r = (Gr 4- ^,.)2. A (29)
o

Nachdem nun dargethan ist, dass das zwischen den Grenzen o

und l genommene Integral von X,, X,. d.v immer der Nulle gleich ist,

den Fall ausgenommen, in welchem die Indices r und s einerlei Werth

haben, und dass für diesen Fall das zwischen denselben Grenzen

genommene Integral von X,.hLv de» in Gleichung (29) gegebenen

Werth hat, kann man zur Bestimmung der beiden Constanten A und

B schreiten, denn man hat, wenn y = f(x) die Elongation und

dy—= F (x) die Geschwindigkeit eines jeden dem Stabe ange-

hörigen Punktes für den Beginn der Zeit ausdrückt, folgende zwei

Gleichungen

j fix) . X, . dx = Arj X,* . dx
O n

J F(x) . X, . dx = ah,.^ . B,.J X,^ dx.

woraus man

dx
n

Ar =
r i

,^ . dx

J f(x)Ä\.
o

o

I F (x) X, . dx

Br=
-^^
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oder wenn man den Werth des Integrales von Xr^dx aus der Glei-

chung (29) einführt.

(30) Ar ^ Jf(x)X.. dx

(31) Br = / F(x)X,.dx

findet.

Das vollständige Integral der Differentialgleichung (1) nimmt

daher für den Fall eines freien Stahes und für den Fall, dass sein

initialer Zustand durch die Gleichungen (14) charakterisirt ist,

folgende Form an:

\ ^ {G, el>r.v -^ H, e-i>r.v 4- J^ cos b,x -\- K, sin brX
y = — Z.

{

(32) [J f{x) Xr . (Lv cos abr~ t
-\- Jj;^^ j F {x) Xr . dx . sin abr^ fjj

o

Damit die durchgeführte Untersuchung an Allgemeinheit gewinne,

wird es gut sein, noch andere Bedingungen, denen ein schwingender

elastischer Stab unterworfen sein kann, in Betracht zu ziehen. Es ist

vorausgesetzt worden , der schwingende Stab sei an seinen beiden

Enden frei, es bleiben noch die zwei für schwingende Stäbe gewöhn-

lichsten Fälle übrig, nämlich zuerst der, dass der elastische Stab an

demeinen seiner Enden befestiget, an dem andern aber frei sei, und dann

der Fall, in welchem der Stab an seinen beiden Enden befestiget ist.

Gesetzt der erstere Fall hätte Statt, so hat man, wenn der

Anfangspunkt der Coordinaten in das befestigte Ende des Stabes ver-

legt wird, die Bedingungsgleichungen

y =^ und —= für .r = 0;•^ dx

das andere freie Ende ist aber wie früher durch die Gleichungen

-^ -- . -^ = für X = l
dx^ dx^
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charakterisirt. Da diese Bedingungen unabhängig von der Zeit er-

füllt sein müssen, so kann wieder nur der Factor A"^ in dem Integrale

(7) denselben genügen, der daher die Eigenschaft besitzen muss,

dass

X = 0, —=0 für .r =
dx

d^X ^ d^X ^ ^= 0, ^0 für .r = /
dx^ dxs

wird. Führt man in diese zwei Paare von Gleichungen den Werth

von X aus der Gleichung (6) ein, so erhält man anstatt der Gleichun-

gen (8) nunmehr folgende:

<; + // -f J = i

die Gleichungen (9) hingegen behalten auch für diesen Fall ihre

Giltigkeit. Aus den vorstehenden Gleichungen folgen

J = -(G-{- H)

K = —(G—H)

und diese Werthe von J und K in die Gleichungen (9) substituirt

geben zur Bestimmung von G und H

G {e^' -\- cosbl -{- sinbl) + H { e-''^ -\- cosbl ~ sinhl) =
G {e''' —sinbl + cosbl) -|- H {— 6?-*'— sinbl —cosbl) =

Aus der ersten dieser zwei Gleichungen folgt

G e' ''' -\- cos bl —sin b l

H <'*' f cos hl 4- si)i hl
'

aus der zweiten

G g-" + cos bl + sin bl

H e* ' + cos h l —sin b

l

(34)

(3JJ)

Sollen diese zwei gefundenen Werthe von — identisch sein, so

muss nothwendig die Gleichung

e
~ *

' + cos bl —sin bl e ~ ''

' + cos hl -\- sin b

l

e*' + cos bl + sin bl e" -f cos bl —sin bl
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bestehen, und aus ihr kann b bestimmt werden. Sie verwandelt

sich nach einigen Reductionen in

(e* + e-") cosbl + 2 = 0.

Aus dieser Gleichung sind nun die Werthe von b in nehmen,

welche einzelne Werthe in die Gleichung (7) eingeführt, ebenso viele

particuläre Integrale aus dieser Gleichung entstehen lassen werden.

Die Summe aller particulären wird alsdann wieder das vollständige

Integral liefern. Um die in diesem noch übrigen arbiträren Con-

stanten Ar und Br> welchen übrigens jetzt andere Werthe zukommen

werden, insofern auch die allgemeinen Zeichen b,- und bs andere Be-

deutungen haben, durch die initialen Zustände, die auch jetzt durch

die Gleichungen (14) ausgedrückt sein sollen, zu bestimmen, wird

man zu denselben Integralreihen seine Zuflucht nehmen müssen, wie

früher und auch jetzt darzuthun haben, dass jedes der Form

f X,X, d,T

entsprechende Integral, so lange r und s verschieden sind, der Nulle

gleich werde, im Falle der Gleichheit von r und .s aber einen be-

stimmten endlichen Werth besitze.

Der Nachweis für die Existenz dieser Eigenschaft des betrach-

teten Grenzintegrales ist aber auch für diesen Fall schon geliefert.

Denn der jetzige Fall unterscheidet sich von dem früheren nur da-

durch, dass, sobald die im ersteren gebrauchten Bezeichnungen auf

den jetzigen übertragen werden , nur die Constanten J und K die

Zeichen beim Übergange von dem einen zu dem andern Falle wech-

seln. Die Gleichungen (9) und mit ihnen auch die Gleichungen (19)

(20), (21), (22) bestehen aber sammt ihren Eigenschaften unab-

hängig von speciellen Werthen der J und Ä", also ist auch für den

jetzigen Fall schon bewiesen, dass

Mr,. = Nr.s = P,.,., = Qr... = 0,

da sich dieser Beweis auf die Eigenschaften der Gleichungen (21)

und (22) stützt mit Ausnahme des Theiles, der die Gleichungen
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X JrK, + X KrJs —G, G, + HrH, =
—X J,Ks + i KrJs —G,H, + H. Gs =
— G,. Js-^ Hr Js+ KrG,^ Kr H, =

G,. Ks + HrKs - J, Gs + Jr fis =

gibt , die aber ebenfalls für negative J und K gelten, da die Grössen

entweder nur zu zweien mit einander multiplicirt oder in jedem

Gliede je eine derselben darin vorkommen.

Ebenso gilt der für den früheren Fall gelieferte Nachweis, dass

Prr = Qr,r = S ,- , r =
auch für den jetzigen und es behält sogar der Werth des Integrales

dieselbe Form, in dem J und K darin nur in der zweiten Potenz

vorkommen. Die Gleichung (29) bleibt daher bestehen und mit ihr

auch die Gleichung (32), nur dass darin für den jetzigen Fall 6,. das

allgemeine Zeichen für die Wurzeln einer andern Gleichung, nämlich

der folgenden

(^e'^i _j_ e-''') cos f,l -\- 2 = a

ist und G^ H, Jr K,. X,. diesen Wurzeln entsprechende durch die Glei-

chungen (34) (35) und (33) der Form nach bestimmte Werthe be-

sitzen.

Es bleibt noch der Fall zu betrachten übrig, in welchem der

schwingende elastische Stab an seinen beiden Enden befestiget ist.

Für diesen hat man die Bedingungsgleichungen

// = ü und —= für a? =^ dx
dy

y = „ -- = „ x = l
dx

wenn wieder der Anfangspunkt der Coordinaten in den einen Befesti-

gungspunkt gelegt und der Stab von der Länge / angenommen wird.

Diesen Bedingungen muss von dem Factor X in dem Integrale (7)

genügt werden, es muss also

X = —= für .1- =
dx

X= —= „ x = l
dx
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sein. Die Einführung des Werthes von X aus (6) in diese Gleichun-

gen liefert nach vorgenommener Substitution der Werthe o und l für

iV folgende für diesen Fall geltende Gleichungen

(36)
G + ^+j=0
G —H -^ K=

an die Stelle der Gleichungen (8) und

(37)
Ge^' + He-'' -^ J cosbl -\- K sin öl =
Ge''' —He-''' —J sin hl -\- K cos bl =

an die Stelle der Gleichungen (9).

Aus den Gleichungen (36) folgen

J=-{G-\-H)
K= —(G —H)

und diese Werthe von J und K in (37) substituirt geben zur Bestim-

mung von G und H

G (e'" —cos bl —sin bl) -\- H (e-''' —cos hl -\- sin hl) =
G (e*' + sin bl —cos bl) -{- H{e-'" -\- sin bl -f cos bl) =

also dieselben Gleichungen, welche zur Bestimmung von G und H
gewonnen wurden für den Fall, dass der elastische Stab an seinen

beiden Enden frei ist. Es wird daher aus ihnen auch dieselbe Elimi-

nationsgleichung

^ßbi 4- e-*') cos 6/— 2 =

für die Ausmittlung der Werthe von h resultiren, wornach das allge-

meine Integral der Differentialgleichung (1) für den Fall eines an

beiden Enden befestigten elastischen Stabes dieselbe Form annimmt,

welche in der Gleichung (13) gegeben ist und auch das Summen-

zeichen 1 hat in diesem Falle die nämliche Bedeutung, welche ihm

an dem früheren Orte gegeben wurde. Zur Bestimmung der in dem-

selben enthaltenen arbiträren Constanten Ar und Br wird man den-

selben Weg einschlagen wie früher. Zur Nachweisung der nothwen-

digen Eigenschaften des Integrales

./

i

XrXs da;
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wird man jedoch statt der Gleichungen (21) und (22) andere coii-

struiren müssen, da die Giitigkeit dieser auf den Gleichungen (9)

beruht, letztere aber in dem jetzigen Falle durch die unter (37)

vertreten sind, welche wir unter den zwei Formen

Q^. e^ri _|- H, e-'''' + J, cos b , l + K, sin 0,1=0
Gs e''-' —//. e-'-' —J. sin b, l + Ks cos b, l =

oder von der eingeführten abgekürzten Schreibweise Gebrauch

machend, unter

Gr e'' -\- H, e~ ''

-f J, cos r -f K, sin r =
Gs e" —Ih c~ " —Js sin s -\- Ks cos s ^=

zur Construction einer derjenigen unter (21) analogen Gleichung

verwenden wollen. Diese hat sodann folgende Gestalt

:

GrG.e'-'r-'
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SO bestehen folgende Gleichungen:

([) = (Ä), (II) = -(B), (III) = - (C), (IV) = (D)

[I] = [A], [II] = - [5], [III] = -[C], [IV] = - [/)].

Ausserdem hat man noch

^ ^ [A]==-[B] = - [C] = [Dl

Da die von Exponentiellen und trigonometrischen Functionen

freien Glieder in den Ausdrücken Mr,s> Nr,s, Pr,s> Or,s, auch für

den Fall, dass J und K die Werthe

—(G -\- H) und —(G —H)

besitzen, verschwinden, so werden Mr,s, Nr,s> P,, s und Qr,s, für

den jetzigen Fall unter Benützung der Gleichungen (39) folgende

Formen annehmen:

2 Mr, s = (^4) + [^]
- {D) - [D]

2 Nr, s =-{Ä)-\- [^]

+ w - m
Pr,. = ic^-m
Qr,s =-(5) + (0

und zu Folge der Gleichungen (40) hat man daher auch für diesen Fall

und zu Folge dessen auch

/
i

XrX. . ihV = 0.

Was den Werth dieses Integrales betrifft, wenn darin s durch r

ersetzt wird, so ist er derselbe für den in Betrachtung stehenden Fall,

wie für den Fall eines freien elastischen Stabes, denn auch jetzt ist

Pr,r= Qr,r = S ,. , , =

und die nur in der zweiten Potenz vorkommenden J und K in dem

Integralwerthe ändern nicht seine Form, die in Gleichung (29)

gegeben ist.
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Welchen Bedingungen daher der schwingende elastische Stab

auch unterworfen sein mag, ob er an beiden Enden frei oder fest

gemacht oder oh er nur an einem Ende frei und am anderen befestiget

ist, immer wird seine Schwingungsbewegung determinirt sein durch

das allgemeine in (32) gegebene Integral der DifTerentialgleichung

(1), nur dass für den Fall eines freien, oder eines an beiden Enden

befestigten Stabes das in demselben auftretende b Wurzel der Glei-

chung

(ßi' -\- e-''^) cosbl —2 =^ Q

ist, dieser entsprechend G und H aus den Gleichungen (10) oder

(11) und J und // für einen freien Stab aus den Gleichungen (8),

für den Fall eines an beiden Enden befestigten Stabes aber aus den

Gleichungen (36) zu bestimmen sind. Das Summenzeichen Z be-

deutet, die Summeder verschiedenen speciellen den Wurzeln obiger

Gleichung entsprechenden Werthe der hinter ihm stehenden Grössen.

Ist der Stab an einem der Enden befestiget, so ist b Wurzel der

Gleichung

und G, H werden dieser entsprechend aus den Gleichungen (34)

oder (3S), J und H aus (33) bestimmt. Das Summenzeichen I be-

deutet die Summe der verschiedenen speciellen den Wurzeln vor-

stehender Gleichung entsprechenden Wertlie der hinter ihm stehenden

Grössen. Man bat daher allgemein, wenn man die Abkürzungen

A', = Gr e''-^' + //, e-'''-'^ + J, cos br^v + K, sin brX

r -LT
Tr = I fi^v) X r . (Lv . COSü b r~ t -\-

ff f^
2 I F (.v) X, - (Ix . sin ab ,"1

gebraucbt,

i (G. + H,y

Ist der elastische Stab an beiden Efiden frei oder an beiden

befestiget, so hat man aus den Gleichungen (11)

Gr = e~'''^ —cos b,l —sin b ,1

Hr = <?*'' —cos brl -{- sin b,l

Sitzb. d. mathem.-nalurw. Cl. XXXII. ßil. Nr. 22. 16
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also ist

(Gr + HrY- = (e*-' + e-'^' —2 cos hriy

oder wenn man im zweiten Theile mit cos 0,1 multiplicirt und zu-

gleich dividii't

r(e'>ri + e-bri) cos bj —2+ 2 stn^ brh
(Gr + Hry = \-

— -h^ L cos brl J

oder da b r eine Wurzel der Gleichung (e *
' -{- e~''') cos bl —2 =

ist, so folgt

4 s?'h* h l

{Gr + JirY = ,/, = 4 Shl^^ br l Tg^~ b ,. l
^ '

cos^ b,.l

Die Gleichung (41) geht daher für diesen Fall eines freien oder

an beiden Enden befestigten Stabes über in

2/ = 7-, ^
il sin^bj Tg^bJ

und zwar ist für einen freien Stab darin zu Folge der Gleichungen

(8)

Xr = Gr (e*'"" + COS briC -\- Slll b r x)

-j- Hr {e~ *'-^ -j- cos brX —sin br oif)

dem gemäss erhält dann auch Tr seine Bestimmung; für einen an

beiden Enden befestigten Stab aber ist zu Folge der Gleichungen

(36)

Xr = Gr (e*'^ COS brOC shl b r x)

-\- Hr (e"*"-^' —COS brX -\- sin brx)

und diesem Werthe von Ä",. gemäss ist auch T,. darzuslellen.

Ist der elastische Stab an einem der Enden befestiget, am

andern frei, so hat man aus den Gleichungen (3ö)

Gr = e~^'-' -j- COS brl -\- sin brl

Hr = e''"' -\- COS brl —sin brl

also ist

(G,. -1- //,)- = {(-'''' + e-*'' + 2 cos briy
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oder wenn man im zweiten Theile mit cos 0,1 gleichzeitig multiplieirt

und dividirt

r (e l'rl + e-'^ri)cosbJ + 2 —1 sin 3 hM
L cos Orl J

Es ist aber b eine Wurzel der Gleichung (e *
' -f- ^

~
'' cos i/ + 2 = 0,

also ist

4 sin'^ b l

(G, + H,y~ = ~ = 4 sm2 brl Tq^' b,.l
cos~ 0,1

wie früher. Man hat also abermals

y - -^
il sin^bJTg^brl

und zwar ist darin zu Folge der Gleichungen (33)

X,- = Gr (e''''^ —cos brX —sin 6,a;)

-|- H, (^c'~'''"^' —cos b , a; -j- sin b,a^)

und dcmgemäss ist auch der VVerth von T, zu gestalten.

Belegt man für die verschiedenen Fälle die Grössen X, T und b

mit den ihnen jedesmal zukommenden Werthen, so kann man aligeniein

das Integral der ÜitTerentialgleichung (1) schreiben unter der Form :

2/ = 7-, ^
4/ sin^bJTg^brl

Die vorliegende Untersuchung hatte zum Zwecke, in das allge-

meine für die Differentialgleichung (1) gefundene Integral, welches

die Gesetze für die transversalen Schwingungen eines elastischen

Stabes enthält, nach Berücksichtigung der Bedingungen, welche für

die beiden Enden des Stabes gegeben sind, auch jene Bedingungen

noch einzuführen, welche den Anfangszustand des elastischen Stabes

charakterisiren, um dadurch jede Unbestimmtheit , welche im Inte-

grale auch nach Verwendung der Grenzbedingungen noch bleibt, zu

tilgen. Das Verlangte kann auf dieselbe Weise geleistet werden,

welche D'AIembert schon bei dem Probleme der schwingenden

Saiten zur Anwendung brachte, nämlich durch die Verbindung der

Bedingungen für den Anfangszustand mit den für diesen geltenden

16*
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particulären Integralen zu einer Reihe von bestimmten Integralen, wie

es im Eingange zur vorstehenden Untersuchung angedeutet wurde,

Soll aber die angewendete Methode zum Ziele führen, so ist von den

in Integralreihen auftretenden bestimmten Integralen dieselbe Eigen-

schaft nachzuweisen, welche die beim Probleme der schwingenden

Saiten vorkommenden besitzen, nämlich dass

/
i

X,. Xs . d.v

exact der Nulle gleich sei, sobald die beiden Indices r und s ver-

schieden sind, hingegen von der Nulle verschieden ausfalle, sobald

r und s dieselben sind. In dem Falle, dass es sich um schwingende

Saiten handelt, ergibt sich der Nachweis für diese Eigenschaft des

dem angeführten ähnlichen Grenzintegrales unmittelbar aus der Form

des unter dem Integralzeichen stehenden DifTerentialfactors; in unse-

rem Falle aber, in dem es sich um Schwingungen elastischer Stäbe

handelt, liegt der Nachweis nicht so olTen auf der Hand und verlangt

eine tiefer gehende Untersuchung. Poisson, der dieses Ploblem in

seinem Memoire S7ir V equilibre et mouvemeiit des Corps elastiques

und auch in seinem traite de Mecanique behandelte , benützte da-

zu die Form der gegebenen Differentialgleichung, die vorlie-

gende Untersuchung hingegen basirt sich auf die Bedingungen,

welche für die Enden des schwingenden Stabes gelten. Die erstere,

höchst sinnreiche Methode, welche jetzt um so mehr Wichtigkeit er-

langt hat, als sie von Petzval eine derartige Vervollkonminung er-

fahren hat, dass sie bei allen in der mathematischen Physik oder in

der Mechanik gewöhnlich vorkommenden Gleichungen angewendet

werden kann, muss aber, weil sie sich auf ein sehr unbestimmtes

mathematisches Gebilde, nämlich die gegebene Difterentialgleichung

stützt, auch ein unbestimmteres Resultat liefern, als die zweite,

welche die bestimmt formulirten Hedingungen an den Grenzen zur

V^erwerlhung bringt. Die erstere Methode liefert auch den ge-

forderten Beweis für die Eigenschaften des untersuchten Grenzinte-

grales nur indirect , die letztere liefert ihn hingegen auf directe

Weise. Die erstere Methode liefert ferner nur den Beweis, dass das

bestimmte Integral
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der Nulle gleich, das bestimmte Integral

r
aber von der Nulle verschieden sei. Die letztere Methode liefert aber

ausserdem noch den Werth des letzteren Integrales. Dadurch wird

man in den Stand gesetzt, eine unbestimmt gelassene Grösse, welche

in demnach der ersteren Methode specialisirten Integrale nocli zurück-

bleibt, aus diesem wegzuscbafTen, so dass nur eine einzige mehr in

demselben übrig bleibt, die jedoch allgemein nicht bestimmt werden

kann, da in derselben der für jeden speciellen Fall besonders gege-

bene Anfangszustand liegt. Ist dieser nicht allgemein , sondern in

bestimmter Form gegeben, so ist man dann im Stande auch diesen

letzten unbestimmten Bestandtheil aus dem Integrale wegzuschaffen

und hat dasselbe explicit und genau determinirt. Der Gewinn , der

durch die vorliegende Untersuchung erreicht wurde, besteht also in

einer vollständigen Darstellung der Amplituden der einzelnen Theile

des schwingenden elastischen Stabes a priori. Man kann also nun

auch die gemessenen Amplituden irgend eines Punktes des schwin-

genden Stabes dazu verwenden, um die Elasticitätsconstante des

Stabes zu bestimmen. Am leichtesten wird die Messung der Ampli-

tude des freien Endes eines am andern Ende befestigten Stabes be-

werkstelliget werden können dadurch, dass dieses Ende spiegelnd

gemacht von einem festen leuchtenden Punkte auffallende Strahlen

auf eine Wand retlectirt und so seine eigene Bewegung auf dieser

Wand in vergrössertem Massstabe wiedergibt. Umeinen bestimmten

Anfangszusfand zu haben, wird man das Ende des Stabes mit einem

gegebenen Gewichte belasten, und die Form des Stabes darnach

rechnen, so das Gesetz für die initialen Elongationen erhalten, und

wenn der Stab nach Wegnahme des Gewichtes zu schwingen be-

ginnt , so hat man die initialen Geschwindigkeiten der einzelnen

Punkte sämmtlich der Nulle gleich, wodurch sich die Rechnung um

die Hälfte abkürzt. Man könnte auch auf diese Weise die das Ende

des Stabes afficirende Kraft bestimmen, was z. B. von Wichtigkeit wäre

für den Fall, dass der elastische Stab etwa von Eisen wäre und ihm

die anfängliche Lage durch die Anziehung eines auf sein Ende

wirkenden Poles eines Elektromagneten ertheilt würde.


